Sciences Po
Option Mathématiques

Epreuve 2011
Corrige

Premiére partie

A.l. Lafonction f, estla composee de la fonction lineaire x — —Ax et de la fonction
exponentielle. Cette derniere étant strictement croissante sur R , la monotonie de f, est

donc donnée par celle de la fonction X+ —AX.
On doit distinguer deux situations :
e Si A<0 alors le coefficient de la fonction linéaire x — —AX est strictement
positif et celle-ci est strictement croissante sur R . La fonction f, est elle-méme

strictement croissante sur R .

e Si A>0 alors le coefficient de la fonction linéaire x — —Ax est strictement
negatif et celle-ci est strictement decroissante sur R . La fonction f, est

elle-méme strictement décroissante sur R .

Si 4 <0 alors lafonction f, est strictement croissante sur R

etsi A >0 alors la fonction f, est strictement décroissante sur R..

Remarque : on aurait bien sar pu établir la dérivabilité sur R de la fonction f, (composée
de deux fonctions dérivables sur R ), calculer f,'(x) pour tout x réel ( f,'(x)=—1e™) et
étudier le signe de I’expression obtenue ...

A.2.  Onaclassiquement :
y="f,'(a)x(x-a)+f(a)
=—Je " x(x—-a)+e "
=-le ™ x+ale P +e
=—2e"* x+(ad+1)e

Au point A(a; f (a)), la courbe représentative #, de la fonction f, admet pour tangente

la droite T,, d’équation: y=-1e** x+(ai+1)e™’.
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A.3. a.ll semble, d’aprées I’affichage de la calculatrice, que, pour toutes valeurs des réels 4
eta, la courbe Z, soit située au-dessus de la tangente T, , .

Remarque : il est intéressant de démontrer ce résultat !
Classiquement, pour étudier cette position relative, nous nous intéressons au signe sur R
de la différence :

A, (x)= fl(x)—[—ﬂ,e‘*a x+(<31/1+1)e‘”°‘]=e‘ﬂX +Ae7* x—(al+1)e ™

La fonction A, est derivable sur R comme somme de deux fonctions derivables sur cet
intervalle et pour tout x réel, on a:

A(X)=—-ae P+ =—A(e —e ) =-A(f,(x)-f,(a))

Ici encore, nous distinguons deux situations :

Si 4<0.
Le signe de A, '(x) est identique & celui de la différence f,(x)—f,(a).

Comme on I’a vu a la question précédente : quand A <0 la fonction f, est
strictement croissante sur R . On en déduit immédiatement :

o Six<a, f,(x)<f,(a)etA,'(x)<0.

o Six<a, f,(x)>f,(a)etA,'(x)>0.
Ainsi, la fonction A, est strictement décroissante sur I’intervalle |-« ; a] et
strictement croissante sur I’intervalle [a ; +oo[ . Elle admet donc un minimum en a
etce minimumvaut: A, (a)=e"**+2e"* xa—(al+1)e™ =0.
En définitive : vxeR, A, (x)>A,(a)=0, soit :

VxeR, f,(x)>-2e" x+(al+1)e”

Graphiquement, la courbe est bien située au-dessus de sa tangente en tout point.

Si A>0.
Le signe de A, '(x) est le signe contraire de celui de la différence f,(x)—f,(a).

Comme on I’a vu a la question précédente : quand A >0 la fonction f, est
strictement décroissante sur R . On en deduit immédiatement :

o Six<a, f,(x)>f,(a)etA,'(x)<0.

o Six<a, f,(x)<f,(a)etA,'(x)>0.
Ainsi, comme dans la situation précédente, la fonction A, est strictement
décroissante sur I’intervalle ]—oo ; a] et strictement croissante sur I’intervalle

[a;+oo[ . On conclut & I’identique :

vxeR, f,(x)>-1e* x+(al+1)e

Graphiquement, la courbe est encore située au-dessus de sa tangente en tout point.
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Bien gu’une conjecture soit demandée dans cette question, nous concluons finalement :

Pour toutes valeurs des réels 4 et a, la courbe Z; est située au-dessus de la tangente T, , .

b. On obtient, selon le signe de A les allures générales suivantes :

A<O0
A>0

A titre de complément, nous fournissons également les courbes représentatives de la

fonction f, pour les valeurs suivantes de A : -2, -1, —%, % let2;

-25 -2 -1.5
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B.1.  En guise de préambule, soulignons que, pour toute valeur de A, la fonction f, prend,
du fait de la fonction exponentielle, des valeurs strictement positives sur R . Elle y est par
ailleurs continue. Ainsi, I"aire sous la courbe %, sur I'intervalle [0; «] est donnée par :

o (a) =1, (x)dx

a. La fonction f, admet pour primitive sur R et donc sur [0 ; a] la fonction

x> -1 f,(x)= ~Le 1l vient donc
A A

b. Déterminer la limite éventuelle de %(a) lorsque « tend vers +oo équivaut, d’aprés
le résultat précédent, & déterminer la limite éventuelle de f, («) en +oo.

Si A<0,0na: lim(-Aa)=+w.0r lime* =+w.On en déduit alors (composition) :

a—>»+0 X—>+00

lim e = lim f, (a)=+o. Il vientensuite lim [1- f, (a)]=— et, finalement, le réel

a—+xo a—+wo a—+o

7 étant strictement négatif :
lim o7 () = lim E(l— fi(a))}eroo

Si A>0,0na: lim(-Aa)=-«.Or lime*=0.On en déduit alors (composition) :

a—+0 X——0

lim e = lim f, (a)=0. Il vient ensuite lim [1-f, (a)]=1 et, finalement :

a—>+0 a—>+0

a—>+o a—+of 4

lim .o/, (a) = lim [3(1— fﬂ(a))}z%

Si A<0,0na: lim o/ (a)=+xetsi A>0,0na: lim </ (a)=

1
a—>+0 a—+o A )
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B.2. a. Lesfonctions t>tf,(t) et t>t® f,(t) sont continues sur R comme produits de

deux fonctions continues sur cet intervalle. Les intégrales de ces deux fonctions sur
I"intervalle [0; ] sont donc bien définies.

b. Commengons par calculer I, («).

La fonction identité est dérivable et de dérivée continue sur R et donc, a fortiori, sur
I’intervalle [0; «]. La fonction f, est continue sur R et donc, & fortiori, sur I’intervalle

0; a|. Nous pouvons donc procéder a une intégration par parties :
[0;a]
1, (x)= joat f,(x)dx= .[:te’“dx
:{—ite‘“} +J.a£e‘“dx
A o 04

:—%ae“ +%%(a)

= —%e‘m +%[%(1—e‘m )}

— i_(g_kijela
A2\ 22

Pour calculer J, (a) nous procédons de facon similaire (en tenant compte cette fois du

fait que la fonction carré est dérivable de dérivée continue sur R et donc, a fortiori, sur
I’intervalle [0; «]). Ona:

Jl(oc)zj:t2 fl(x)dx=joat2e’“dx
:[—ltze“} +J.a2t1e’“dx
2 N )

= —%az g +% I, ()

&, 21 (a 1) e
=——e "+ | 5|+t |e
A W) A A

—i_ a_2+2_a+£ e’ﬂ“
A2 A A2 A

1 a 1) _,, 2 (a® 2a 2) .
= e a3 S e
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¢. Comme a la question B.1.b. nous allons distinguer deux cas suivant que A est
strictement positif ou strictement négatif.

Onad’abord : Ii(x)z%—(%jt%je‘” =%—[%+%} f.(a).

Si 4<0.

On a, comme vu a la question B.1.b. : lim f, (a)=+co.

a—>+0

Par ailleurs : lim _(Z+i2) = lim (_ﬁjzﬁo.
a—>+o A A a—>+0 A

On en déduit (produit) : Jiﬁrpi—(%+%j f, (a)} = +o0 puis

(IILT@{%_(%JF%j f, (a)} =+o0, s0it: lim |, (&) =+.

a—>+0

Si 4>0.

On a cette fois : lim f, (a)=0 et lim _£ﬁ+i2j = lim (—ﬁj:—oo.
a—+wo A A A

a—>+0

On est donc confronté a une forme indéterminée du type : « ox0 ».

) N . S . ; .y - o _
D’aprés ce qui précede, la forme indéterminée correspond au produit : ze e

Ona:

(24
/1 eﬂa 22 ela

@
o _ ) 1l la

Ona: lim (aﬁ) =+o0. Or, par croissance comparée : lim LX =0. On en déduit alors

a—>+0 X—+0 @

(composition) : Jlngwj% =0.
Onadonc: lim [—(%+%) fl(a)}=0+0=0 et, finalement : lim Il(a)z%.

2 2
On a, par ailleurs : Jl(a):%—(%+i—f+%}“ :%_(%Jri_er%j f,(a).

Si 4<0.

On a, comme vu a la question B.1.b. : lim f, (a)=+c.

aA—>+0
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. o a’® 2a 2 . a?
Parailleurs : lim | —| —+—+—||= lim | —— |=+oo.
a—+wo A A A a—+o A

2
On en déduit (produit) : Jimw[—(%+i—f+%J f, (a)} = +o0 pUIS

2
lim {i_(%+i—f+%] fl(a)}:wo, soit 1 lim J, (&) =+.

a—>+o a—+0

On peut, par exemple, écrire, pour tout réel « non nul :

2 2 1 2
_[a_+2_a+£je’m z_a_(l_{_i_}_ 2 jeﬂa z_i(1+i+ijﬂ

ela

On a immédiatement : lim —%(1+£+%) =—i3><1=—i3 et, par croissance
aste| ] al a‘A A A

() - . ra)
comparée : lim ﬁz0.0n en déduit alors : lim —is 1+i+ 222 @ =0
a—>+o @t a—>+o A al a‘l e

2
et, finalement : JLrpw{%—[%+i—f+%J f, (a)}z%, soit - JLTle(a):%'

Si A<0: lim 1, (a)=limJ,(a)=+=.

SiA>0: lim |l(a)=% et lim Jl(a)z%.

C.1. a. Leréel A étant strictement positif et la fonction exponentielle prenant des valeurs
strictement positives, on a immédiatement : Vx &[0; +o[, @, (X) =A™ > 0.

Ona: ¢, =Af,. Lacontinuité de la fonction ¢, sur [0;+oo[ découle donc directement
de celle de la fonction f, sur cet intervalle.

Pour tout réel x positif, on a, en reprenant les notations et le résultat de la question B.1.a. :

X X _ X 1 ZX
[Co.(t)ydt= 2edt=2["e ﬂtdt=z%(x)=zxz(1—e P)=1-1,(x).
Comme le réel A est strictement positif, ona: lim f,(x)=0 etdonc:
XILTOJ.OX% (t)dt =1

Les trois résultats précédents nous permettent de conclure que la fonction ¢, estune
densité de probabilité sur I"intervalle [0; + o[ .
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La fonction ¢, est une densité de probabilité sur I’intervalle [0; + o[ .

b. Le réel A étant strictement positif, au regard de I’expression de ¢, (x) , Nous
pouvons affirmer que la variable aléatoire X, suit la loi exponentielle de paramétre A .

La variable aléatoire X, suit la loi exponentielle de parametre A .

C.2. a.Ona: J'Oxtgoﬂ (t)dt=i'|'0xte‘“dt=ﬂpll(x).

Pour 4 >0, nous avons vu, a la question B.2.c ; que lim I, (x) était finie et valait : IR
X—>+0

Onadonc:
i X - 1 1
E(Xl)leirpwjo tp, (t)dt=XILrI1w,1I/1()():,1><?=z
1
E(Xz):z

b. On cherche ici, en prenant comme unité de temps la minute, la probabilité
p(Y, =27y, >2).

On peut procéder de diverses fagons.

Dans tous les cas, il peut étre utile de rappeler le calcul suivant :
p(Y,>2T)=1-p(Y,<T)
[T et
=1 Zedt

3]
)

— e—/iT

PanaMaths [8-26] Mai 2012



Sciences-Po Epreuve 2011
Option Mathématiques Corrigé

On peut alors écrire :
p(Y,27]Y,>2)=1-p(Y, <7|Y,>2)
p(Y, <7NY, 22)
p(Y,>2)
L j; Aedt

22

=1-

En tenant compte du résultat obtenu a la question précédente, ona: A = AN

1
Finalement: p(Y, >7|Y,>2)=¢" =e Vs gt

On peut également (2°™ approche) utiliser le fait que la loi exponentielle est celle d’une

variable aléatoire représentant une durée de vie sans vieillissement. On a alors la propriété
suivante, valable pour tous réels T et z positifs: p(Y, >z+T|Y,>7)=p(Y,>T).
D’aprés la calcul repris ci-dessus, il en découle : p(Y, >7+T|Y,>7)=p(Y,2T)=e"",
En utilisant cette propriété avec 7=2 et T =5, il vient immédiatement :
1
_B5x=

p(Y,>2+5|Y,>2)=p(Y,25)=e °=e™

En définitive :

La probabilité d’attendre encore 5 minutes sachant que I’on a déja attendu 2 minutes
est égalea e =0,368.

C3. Ona: [ tp,(t)dt=A] te™dt=12J,(x).

Pour A >0, nous avons vu, a la question B.2.c ; que lim J, («) était finie et valait : rER

a—>+o

Onadonc :

lim [, (t)dt = lim 23, (x) = Ax—2 ==

X—>+00 X—>+00 /13 12
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Il vient alors :

V(X,)= lim j:tzcoﬂ (t)dt-[E(X,)]

X—>+00

_ 3_(1]2
A2 A

2 1
TR
1
e
1
V(XA)ZF

Deuxieme partie

B.1.

PanaMaths

Pour tout réel A, on considére la fonction g, définie sur R par :

vxeR,g,(x)=e"*

On peut d’ores et déja noter que pour A=0,0na: VxeR, g,(x)= e =g¥ =1,
La fonction g, est la fonction constante prenant la valeur 1 sur R . Son étude est
immédiate.

Dans ce qui suit, on suppose donc 4 #0.

Le domaine de définition de g, est symétrique (il s’agit de R et pour tout x réel, on

a:g,(-x)=e" =e™ =g, (x).
On déduit immédiatement de ce qui précede :

Pour tout réel A, la fonction g, est paire.

Déterminons maintenant les limites de la fonction g, aux bornes de son domaine de
définition, c'est-a-dire en —o et en +oo. La fonction g, étant paire, ces limites, si
elles existent, sont égales. On s’intéresse donc par exemple a: lim g, (x).

X 0

—+

On doit déterminer la limite d’une fonction composée en +«.

Pour 2>0,0na: lim (—ixz)z—oo.Or, im e* =0.

|
X—>+0 X —>—0

On en déduit (composition) : lim e =0.
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B.2.

Pour 1<0,ona: lim (—ﬂx2)=+oo.0r, im e* =0.

I
X—>+00 X >+

On en déduit (composition) : lim e = +o.
X—>+00

Pour A>0,0na: lime™ = lime* =0.

X—>+00 X—>—o0
. a2 . a2

Pour A<0,ona: lime™ = lime™ =+w.
X—>+0 X—>—00

La fonction g, est la composée de deux fonctions dérivables sur R (la fonction

polyndmiale x — —Ax? et la fonction exponentielle), elle donc elle-méme dérivable
sur R. Pour tout x réel, on a :

9,'(x)=-2Axe™ =-24xg, (X)
Notons, d’emblée, deux choses, la fonction exponentielle prenant des valeurs
strictement positives :

e D’une part, la dérivée g, " ne s’annule que pour x=0.
e Drautre part, le signe de g, '(x) est celui de —24x.

Pour 2>0,0na: g,'(x)>0< -2Ax>0< x<0.
Ainsi, g, est strictement croissante sur R et strictement décroissante sur R, .

Pour 1<0,0na: g,'(x)>0&-24x>0<x>0.
Ainsi, g, est strictement croissante sur R, et strictement décroissante sur R .

Pour 1>0, g, eststrictement croissante sur R et strictement décroissante sur R, .
Pour 41 <0, g, eststrictement croissante sur R, et strictement décroissante sur R _.

a. La fonction dérivée g, " est elle-méme dérivable sur R comme produit de deux
fonctions dérivables sur R (la fonction linéaire x — —24x et la fonction g,).

Pour tout x reel, on a (dérivation d’un produit) :
9,"(x)=-24[1xg, (x)+xxg,"'(x)]
=-2A[1xg, (X)—xx24xg, (x)]
=-22[1-24x* ]g, (x)
=-24[1-24x e "

VXeR, g,"(x)=-24[1-24x" ]g, (x) = -24[1-24x" e
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Remarque : cette expression reste valable dans le cas 4 =0 (nullité de toutes les
dérivées).

b. Le seul facteur susceptible de pouvoir s’annuler dans I’expression de g, "(x) est
1-2Ax%. L’annulation est possible si, et seulement si, ona: 4> 0. Dans ce cas :

1
2 _ _ _ _
1-21x _0<:>(1 \/Zix)(1+\/21x)—0<:>x—\/_o «/ﬂ
Pour >0, lacourbe T", traverse sa tangente aux points d’abscisses — ! i
\/u NE

Pour 1 <0, lacourbe T", ne traverse jamais sa tangente.

c. Nous fournissons ci-dessous les représentations graphiques de diverses courbes T,

(pour les valeurs suivantes du réel A4 : -2, -1, —%, 0, % % et 1).

05 1 15 2 25

-0.54
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B.1.

B.2.

a. Lafonction F, est la primitive sur R s’annulant en O de la fonction g, :t— e

elle est donc dérivable sur R etona:

vxeR,F,'(x)=g,(x)=e*

: 1 - . :
b. La fonction x> — Fl(\/zx) est dérivable sur R comme composée de fonctions

Ji
dérivables sur R (la fonction linéaire x — JAx et, a un facteur prés, la fonction F)) et
on a, pour tout réel x (en commettant un abus d’écriture ... classique) :

(% F (\/ZX)} - %X AxF, '(\/ZX) =0 (\/ZX) =e (e = 9:(%)

On en déduit immédiatement que la fonction X —=F, (\/Zx) est une primitive sur

Ja
: - _ 1 _
R de la fonction g,. Or, pour x=0,0na: WFl(\/ZxO)_ﬁFl(O)—O.
Ainsi, la fonction x % Fl(\/Zx) est la primitive sur R s’annulanten 0 de la

at

fonction g, :t—>e “il s’agit donc (cf. la question précédente) de la fonction F,.

vxeR, F,(x) =%Fl(\/zx)

Notons dans un premier temps que la fonction F, est définie sur R qui est symétrique
(VxeR,-xeR).

Soit alors x un réel strictement positif.
. (et g 0
Ona: Fi(—x)—fO e dt= J:Xe dt.

. a2 - I 0
Comme la fonction g, :t+>e™* est positive, Iintégrale J. e
—X

dt correspond a I’aire
sous la courbe de la fonction g, sur I’intervalle [-x ; 0]. Mais comme la fonction

2 . . A . .
g, :t—>e”" estpaire ce domaine admet la méme aire que le domaine sous la courbe

H [ , 0 —/112 X —ﬂ,tz
de la fonction g, sur I’intervalle [0; x]. En d’autres termes : J: e dt =IO e dt.

Finalement : F, (—x) = —J.i e dt = —Jioxe'ﬂz dt=—F,(x).

Si x est cette fois un réel strictement négatif, on se ramene a la situation précédente en
posant, par exemple : X =—x. On a alors, d’apres ce qui précéde :

F,(-X)=F, (X)=-F, (-X) =-F, ()
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B.3.

B.4.

Pour x=0, on atrivialement : F,(-0)=F,(0)=0=-F, (0).

En définitive, la fonction F, est définie sur R etona: VxeR, F, (—x)=—F,(x).
D’ou :

La fonction F, est impaire.

Onavu a la question B.1.a. que la fonction F, admettait pour dérivée sur R la

fonction g, :t+— e, Or, celle-ci, du fait de la fonction exponentielle, prend, quelle
que soit la valeur du réel A, des valeurs strictement positives. D’ou :

La fonction F, est strictement croissante sur R .

—at? —t

a. Soit t un réel supérieur ou égal a % On souhaite comparer g, (t)=e™" et e

La fonction exponentielle étant strictement croissante sur R, il suffit de comparer les
réel At® ett pour pouvoir conclure.

Ona: tz%@ At >1. Comme t est strictement positif : tz%@ﬂtzlz A2 >t

Enfin: t?>to -’ <-toe™ <e.
On a bien :

1 :
Vtzz,gﬂ(t)se‘

b. Soit x un réel supérieur a —1 .Ona:
F (X) -F —1 = J.Xe%tzdt —J.’lle]”tzdt = jxe%tzdt
’ ’ A 0 0 %

Puisque nous travaillons sur I’intervalle Z; x} , hous pouvons utiliser le résultat de la

question précédente et les intégrales sont rangées comme les fonctions :

F.(x)-F, (% = ﬁe‘”zdt < J'z e 'dt
A A

1

1) _px
ﬂ,Fl(x)—Fl(zjsJ'ietdt

vt >
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Le calcul de I’intégrale jlx e"'dt ne pose pas de probléme :
7

LX etdt=[ "], =€ _[_eij P R
A A

1 1
Comme e * —e " <e 4, il vient:

c. Pour tout entier naturel n non nul, on pose u, =F, (n).
La fonction F, étant strictement croissante sur R , on en deduit immédiatement qu’il
en va de méme pour la suite (u, ).

1
A la question précédente, nous avons établi : vt 2%, F.(x)<F, (%}re . Ainsi,

: 1), -
pour tout entier naturel n tel que n 2%, onaura: u,=F,(n)<F, [zj+e “,

On en deduit immédiatement que la suite (un) est majorée (attention ! pas

. : 1) 2+ . -
necessairement par F, (zj+e 4 puisque cette majoration n’est pas valable pour tous

- 1 -
les u, ! Enrevanche, les u, dont le rang vérifie n <E sont en nombre fini, on peut

donc, eux aussi, les majorer).

Puisque la suite (un) est croissante et majorée, elle est convergente.

La suite (u,) admet une limite finie en +co.

d. Rappelons que, a la question B.1.b. nous avons établi la relation, valable pour tout

réel x : F, () :%Fl(\/zx).
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On a immédiatement :

lim \/ZX = 400 | composition

Xt = lim F(J2x)=
X"m |:1(X):|_1 X—>+00 1( ) L1

Comme : lim F(x) =L, il vientalors:

X—>+00

)= R = 0= i () = o
1
L ==L

1

. . 1 1 -
e. A la question B.4.b. on a vu que I’on avait : Vx ZZ’ F,(x)-F, (Ej <e*.
Mais comme la fonction F, est strictement croissante sur R, on a, plus précisément :

VXZE,OS Fl(x)—Fl(EJSe 2
A A

Comme lim [Fﬂ (x)-F, (%ﬂ =L,-F, (%} on obtient bien, apres passage a la

X—>+0

limite dans la double inégalité :

f. On utilise directement le résultat de la question précédente avec A =% :

0<L, -F (2)<e”

2 2

2 lp
Fl(z):j0 e 2 dt estune valeur approchée de L, a e pres.
2

. ) ) 1
. A la question B.4.d. on a établi I’égalité : L, =——1L, .
1

On a donc, en particulier : L, n L= \/ELl, soit: L, =

a
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On en tire alors : le%Ll:iiL _ 11 \/%:1 z

C.1. a. Lafonction ¥ estdéfinie sur R. Par ailleurs, pour tout x réel, on a:

JE ®
L 2 = L g =¥ (x)

BN N

La fonction ¥ est paire.

b.Ona: ¥ (x)= \/_ 7:\/_ 9, (x).

La fonction exponentielle prenant des valeurs strictement positives, il en va de méme

pour la fonction ¥ .

La fonction ¥ est continue sur R comme composée de fonctions continues sur R .

0 +00
Intéressons-nous maintenant aux intégrales : J: ¥ (t)dt et IO P (t)d

Pour tout x réel positif, on a :

On a alors, en utilisant les derniers résultats de la partie B. :

lim ( )dt = lim —F, (x) = ! lim F, (x

X—>+00 o0

j dt—J.\/_i dt—\/_J. EF%(X)

I P 0= IR 0= ot =

La fonction ¥ étant paire, on a immédiatement, pour tout réel x négatif (symétrie des

domaine par rapport a I’axe des ordonnées) :
[ (t)ydt=["w(t)d
On en déduit immediatement :

lim [ (t)dt = lim [ "% (t)dt = lim

X—>—00 J X X——w0 ¢ 0 X —>+0dJ0

1

Ainsi, lim XY’(t)dt:E, lim [*w (t)dt=2 et lim [ (t)dt+ lim

X—>+0 0 X—>—0 o X 2 X—>+00
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C.2.

C.3.

D’apreés les trois résultats précédents (positivite, continuité et limites des intégrales),
on peut conclure :

La fonction ¥ est une densité de probabilité sur R. |

Notons, dans un premier temps que la fonction t > t¥(t) est impaire comme produit
d’une fonction paire et d’une fonction impaire, toutes deux définies sur R .

Pour tout x réel positif, on a :
v 1 R ] X @ 1 X
t(t te 2dt=—=—=|-€e 2| =——|-€ 2—-|-e ? ||=—=|1-e 2
j \/ I \/27Z'|: :IO 27[{ [ 27

2 X
. X L .
Onaalors: lim (—?j:—oo. Or, I|m e* =0donc: lime 2 =0 et, finalement :

X—>+00 —00 X—>+00

lim "t (t)dt=

X—>+00 ¢ 0

En tenant compte du fait que la fonction t—t ?’(t) est impaire, on a alors, pour tout x

réel négatif : [t (t)dt=—[ t¥(t)dt = —[ﬁ[l—e_iﬂ =‘Fl7z£1—e’x';}

1
o lim t?’ dt=—-———.
X—>—00 () ’271-
. 1 1
Finalement: E( X )= lim t?’ dt+ lim t?’ dt=—-—=0.
(%)= fim |, v (t)dt+ fim |, t#(t)dt =7

E(X)=0

a.Ona: (X <2)u(2<X <a)=(X<a).D’ou, les événements (X <2) et
(2< X <a) étantdisjoints : P(X <2)+P(2< X <a)=P(X <a) puis:

P(2<X<a)=P(X sa)—P(X <2)
= I|m J' dt— Ilrp I
Mais, pour tout réel x, on a, d’apres la relation de Chasles :

[P (t)dt=] v (t)dt+ [T (t)dt et [ w(t)dt=] ¥ (t)dt+ [ ¥ (t)at
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Ainsi
. a . 0 a 1 a
lim [" (t)dt = lim [ ¥ (t)dt+ [ ¥ (t)dt :EL% + [T (1)t

X—>—0

. 2 ) 0 2 1 2
lim [ (t)dt= lim [ ¥ (t)dt+ | Y/(t)dt:ﬁL;+J‘0  (t)dt

Il vient alors :

P(2<X <a)=lim ["% (t)dt - lim "% (t)dt

X—>—0 X—>—00

:%Ll+joa¥’(t)dt—(%%+I:S”(t)dt)

D’ol:

A la question B.4.b. on avait montré que pour tout réel x supérieur ou égal a % on
1 1
avait: F,(x)—F, (Zj <e ‘.

1 ) - s 1
Avec A =3 on a donc, pour tout réel a supérieur ou égal a e 2

On en déduit: P(2< X <a) =%[Fl (a)-F, (2)] s%e‘z.

2 2 2

vax2,P(2<X<a)<——e?

1
e
N2r

b.Ona: (0< X <2)u(2<X <a)=(0<X <a). Do, les événements (0< X <2)
et (2< X <a) étantdisjoints : P(0< X <2)+P(2<X <a)=P(0<X <a).
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Pour tout réel x supérieur ou égal a2, ona: P(OSX <2)<P(0< X <X) puis:
P(0<X £2)<P(0<X <x)=[ ¥ (t)dt= lim [ ¥t )dt:%

X—>+00 J0

On a donc une premiere inégalité : P(0< X <2)< %

Par ailleurs, d’apres la question précédente, on a, pour tout réel a supérieur ou égale a
2:P(2<X Sa)gie‘z. Onen déduit: lim P(2< X <a)=P(2< X)sie‘z.

/271- a—>+ow /272-
] 1 .
Ilvientalors: P(0< X <2)+P(2<X)<P(0< X <2)+——e7?, soit :
(05X <2)+P(25X)<P(05 X <2)+—
1 ,
P(O<X)<P(0<X <2)+—¢
(05X)<P(05 X <2)+—
Mais P(0< X )= lim X5’/(t)dt=£. D’ou : lg P(0<X <2)+ie’2 et
X—>+00 J0 2 2 /272-
) 1 1
finalement : ———=—e 2 <P(0< X <2)=P(0< X <2).
e <P(05X <2)=P(05 X £2)
La deuxiéme inégalité est ainsi établie.
1 1 1
————e " <P(0X<2)=
2 2« ( ) 2
1
En tenant compte de P(X <0)=P(X sO):E,onaalors:
1 1 1
————e " +P(X<0)<+P(X <0)P(0< X <2)<s=+P(X <0
et P(X <0)S+P(X <0)P(05 X £2)< 2+ P(X <0)
1 1 1 1
<P(X P(O<X<<2)s=+=
2 _ﬂe+ (X <0)+P(0 )22
1
ol-——e?<P(X <0)+P(0< X <2)<1
o7 <P(X <0)+P(0=X £2)

Comme P(X <0)+P(0<X <2)=P(X <2)=P(X <2), onconclut:

1
1-——e?<P(X<2)<1
P (X<2)

. 1 .
Remarque : I’amplitude de I’encadrement vaut : ———e > = 0,054 (valeur arrondie au

2z

milliéme).
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XZ

12
D.1. Comme g (x)=xe 2,ona: b (x)= onZl (t)dt= onte_zdt = ﬂjoxtyf(t)dt.

Or, nous avons calculé I’intégrale I:t?’(t)dt a la question C.2. :

joxtw(t)dtzﬁ(l—efj

XZ

On en déduit immeédiatement : b, (x)=1-e 2.

)(2

b(x)=1-e 2

D.2. a. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et x un réel positif.
Ona:

¢ ¢
b, (x)= [ 7a (t)dt=["t"e 2dt=[t"*xte a

La fonction t - t"* est dérivable sur R, et sa dérivée, la fonction t+— (n—1)t"* est
continue sur R, .

t2
La fonction t+— te 2 estcontinue sur R, comme produit de deux fonctions
t2

continues sur cet intervalle. Elle y admet pour primitive la fonction t > —e 2.

Forts de ce qui précede, nous pouvons procéder a une intégration par partie :
t2

b, (X) =joxt”‘l><te7dt

2 t?
={—t”‘1e2:l —J.Ox(n—l)t”‘zx[—eszt
0

X2 02 t2
X"t 2 —[—0"1e2J +(n-1) ont”’z xe 2 dt

XZ

=—x"" 2 +(n-1)b,,(x)

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout x positif, on a :

XZ

b, (X)=-x""e 2 +(n-1)b,_,(x)
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b. La relation que nous venons d’obtenir lie b, (x) et b, (x) dont les indices sont
donc de méme parité.

Nous pouvons donc mener un raisonnement par récurrence en considérant
successivement les suites (b,, (x)) et (b,.;(x)) _ . Ces deux raisonnements étant

trés similaires, nous n’en détaillons qu’un.

Initialisation

e
Ona: bz(x):j0 ;(Z(t)dtzjotze 2t.
D’apres la question précédente, on a :

X2 2 2 t2 X2

b, (X)=-xe 2 +b)(x)=-xe ? +.|'0X;(0 (t)dt=—xe 2 +j0xe7dt = —xe 2 +F, (x)

2

On a alors immédiatement, en tenant compte de L, = \/% (cf. B.4):

2

Jim b, ()= fim F, (x)=1, = |7 =B,
2 2
XZ
. o I R S N
On a, par ailleurs, pour tout x réel strictement positif : xe ?2 :—x?e 2 =—ox—t
X x X
e2

On a immédiatement : lim g: 0.

X—>+0 ¥
X2 X
Onaaussi: lim — =+oo et (croissance comparée) : lim — =0. On en déduit alors

X—>+0 X—>+0 @ X
2

X
(composition) : lim 22 =0.

X

eZ

>
N

xl\)‘

Finalement (produit) : lim [xezJ:Iim 2, _ |=0.

X—=>+o| ¥

N

e

X—>+00 X—>+00 X—>+00

En définitive : lim b, (x) = lim {—xez +by (x)} = lim by (x) = % =B,.

b, (x) admet bien une limite finie en +oo.
La propriété est initialisée.
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Hérédité

Soit n un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que lim b, (x) existe et est finie.
X—>+00

On s’intéresse a X'L'I!obz(nﬂ ( )— I|m b2n+2( )

D’aprés la question précédente, on a :
2 2

B,z (X) ==X""e 2 +(2n+2-1)b,,, ,(X)=—X"""e 2 +(2n+1)b,, (X)

Comme la limite quand x tend vers +co de b, (x) existe et est finie, on s’intéresse a

XZ

celle de la fonction x — x*"e 2 .

Pour tout x strictement positif, on a :

n+1
1 7X2
x X2 2\™ n+l
iy g L oo 1 (X) :2+ 2

X x X X Ll
e? e?
n+l
On a immédiatement : lim =0.
X400 X
X2 n+1
Onaaussi: lim —=+oo et (croissance comparée) : lim =0. On en deduit
X+ D X—>+0 @
n+l
X2
. 2
alors (composition) : I|m ~—~—=0.

x
e2

X—>+00 X X

XZ n+l
7& n+1 2
Finalement (produit) : lim | x*™'%e 2 |= lim | =—x~—~%—|=0.
X—>+00

En définitive :

X—>+00

X'L'wa(nu( ):Xlirpw{ x"e B +(2n+1)b,, (x )}:(2n+1) lim b, (x)=(2n+1)B,,

b2(n+l)

La propriété est donc vraie au rang n+1, elle est héréditaire.

(x) admet donc une limite finie en +oo.

Initialisée et héréditaire, la propriété est vraie pour tout entier naturel n :

vneN, limb,, (x) existe et est finie
X—>+30

On montre de fagon similaire que pour tout n entier naturel, lim b, ., (x) existe et est
X—>+00

finie.
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L’étape d’hérédité est treés proche et nous ne la reprenons pas.
Pour ce qui est de I’initialisation, rappelons qu’a la question D.1. nous avons obtenu :

X—>+0 X—>+00

b (x)=1-e 2 etqu’il en découle facilement : lim b, (x)= lim [1—e2]:1—0:1.

c. Reprenons la relation obtenue a la question D.2.a. :

XZ

b,(x)=-x"" 2 +(n-1)b,,(X)

X—>+0

En tenant compte de lim (—x“e_2J =0, il vient :

lim b, (x)=B, = lim L—x"le'xzz +(n-1)b, , (X)J =(n-1)limb, ,(x)=(n-1)B,,

X—>+0 X—>+0 X—>+00

On obtient bien I’égalité chercheée.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
B,=(n-1)B,,

t2
d. Onad’abord : by(x) :J'OX;(O (t)dt :J.Oxeffdt =F, (x).

2

Il vientalors : By = lim by(x)= lim F (x)=L, = /%
X—>+0 X—+0 = =
2 2
En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient alors :

B,=(2-1)B, , = B, =\/§

Puis :

On a ensuite, en tenant compte de lime 2 =0 :

X—>+0

B, = lim b, (x)= lim (1—e§]=1

X—>+00 X—>+00

En utilisant le résultat de la question précédente, on obtient alors :
B,=(3-1)B, ,=2B, =2
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D.3.

a. Nous pouvons mener deux raisonnements (trés similaires) par récurrence.

Initialisation
On suppose ici k=0.
On a obtenu, a la question précédente : B, =1.

Par ailleurs, la formule proposée donne : 2°x0!=1x1=1.

L’égalité est bien vérifiée au rang 0.

Héredité

Supposons que I’égalité soit vraie pour un entier naturel k quelconque fixé.
Onadonc: B,,,, =2“k! eton s’intéresse a B,k:1):1 = Bawsa

D’apres la question D.2.c.ona: By, =(2k+3-1)B,,,, =2(k+1)B,,,.

D’ou, en tenant compte de I’hypothése de récurrence :
B, =Bys = 2(k+1) By, =2(k +1)x 2k = 2" (k +1)!

(k+1)+1

L’égalité est bien vérifiée au rang k +1, elle est héréditaire.

Conclusion
L’égalité est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel.

Nous procedons donc de fagon similaire pour la deuxiéme égalité.

Initialisation
On suppose ici k=0.

On a obtenu, a la question précédente : B, = \/%

2x0)! f
Par ailleurs, la formule proposée donne : goj 2)|\/27Z’ =%\/27r = % .
X V!

L’égalité est bien vérifiée au rang 0.

Hérédité
Supposons que I’égalité soit vraie pour un entier naturel k quelcongue fixé.
(2k)!

Onadonc: B, = W\/Zﬂ' etons’intéresse a B, =B, ,.

D’apres la question D.2.c.ona: B,,, =(2k+2-1)B,, =(2k+1)B,, .
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D’ou, en tenant compte de I’hypothése de récurrence :

B

2k)!
=By, = (2k +1) B, =(2k +1)x£k+1z!\/5

2(k+1) —

(2k +1)!\/Z _ (2k +2)x(2k +1)!\/—

2
2K (2k+2)x2k1

_ (k+2) o (2(k+1))! Jom

T 2(k+ )27 T T 2k 2 (K 1)K

(20 o

= 2k+l+l (k+1)

L’égalité est bien vérifiée au rang k +1, elle est héréditaire.

Conclusion
L’égalité est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel.

Pour tout entier naturel k, on a:

2k)!
B, =2kl et B,, =%\/27z

b. Rappelons que I’'on a :

B, = lim b, (x) = lim [" 7, (1) t—hm[th v (t dt}

X—>+o0 X—>+00

On en tire immédiatement : lim Xt”yf’(t)dt:iBn.

X—>+00 ¢ 0 /27[

L’expression de cette limite va donc dépendre, comme pour B, , de la parité de n.

Sinestimpair: n=2k+1.

X Kkl
lim tZk”sv(t)dtziB L k= 2K

x>+ 90 [2 2kt = \/g [27
Sinestpair: n=2k.

o 11 (k) = (2K)!
fim [, (0= B = o V27 = g

Pour tout entier naturel k, on a:

: 2°k! 2k)!
lim | Ryt )dt_E et X'LTJ ¥ )dt—%
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